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Partie A

1. Avec des notations naturelles :

(Z) se traduit par le systéme{ ib :baJrc < c=b=a
2. (a) Cette fois :
2b=a+c 20 = a+c
() < {2cb—|—d = {40 = (a+¢c)+(c+e)
2d=c+e 2d = c+He
4 = 2a+a+e b = (Ba+e)/4
— { 2¢c = a+e = { ¢c = (a+e)/2
4d = a+e+2e = (a+3e)/4
20 = a+c 20 = a+c
(b) () <= {3c = b+d+e = 18 = 3(a+c)+2(a+c+e)+6e
3d = a+c+e 3d = a+c+He
26b = 13a+ (5a + 8e) b = (18a+8)/26
= {13c = b5a+8e = ¢ = (ba+8e)/13
39d = 13a+ (5a + 8e) + 13e d = (18a+21e)/39
4 = a+c+d+e 5 = a+b+c+d+e
() () = {4c = a+bt+d+e = 5¢c = a+b+c+d+e
4d = a+b+c+e 5d = a+b+c+d+e
{b:C:d:S/5 <— b=c=d=(a+e)/2
5a+5b+5c+5d+5e = 35+ 5a+ de

3. Je note E, la liste des entiers de 1 a n et, pour tout ¢ de E,, , x; le nombre attribué a P;

s = E T

(&) = ViGEn,(n+1):Ei:a+Z$k+b — kEE,
ki Vie E,,(n+2)z;=a+b+s
5= sz s = Zxk:n(a—l—b)/Q

keE,

“— keE,
Vi€ Ep,(n+2)zi=a+b+s

Par addition (&) <— 2(a+b)+n(a+bd)

(n+2)s=n(a+b+s) 2
b
Finalement (#) <= Vi€ E,,x; = a—21—

Partie B

Existence d’une solution

1. (a) Je proceéde par récurrence en notant V(M) I'ensemble des voisins de M

e Hérédité
Si pour n € N, on a 0 < fr(M) < frn41(M) < K pour tout M € ./
alors pour ]1\4 € Z,0< fu(M) = fnJri(M) < ket pour M € % : )
< — < — [
0 < gap PE;M] #(P) < aE PE;M] fi(P) < op PEV(M]K
0 < fny1(M) < Jnia(M) < ﬁd(M)K

e Initialisation
si M est jaune, 0 < fo(M) = f1(M) < K,
1

<
sinon 0= fo(M) < —— S fo(P)<dM) S K=K
d( )PeV(]M) PeV (M)
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(b) VM € .7, (fn(M)) est croissante et majorée donc converge. Soit f(M) = lim f,(M).

n—-+oo
e si M est jaune , f(M) = k(M) car (f,(M)) est constante
e si M est bleu,
f(M)=ngrfoofn+1(M)=ngglm—M S faP =ﬁ > Jlim fu(P) :(— > (P
PeV (M) PEV(M) PEV(M)
f est une solution pour 'attribution k.
2. f est une solution pour 'attribution de k et « est une constante.
f(M ) = k:( ) si M est jaune, F(M)+a=k(M)+ «asi M est jaune,
1
f(M Z F(P) si M est bley donne f(M)+a:d— Z (f(P)+ ) si M est bleu
PeV(M) (M) PeV (M)

3. Je note Ky le plus petit des nombres k(M) lorsque M décrit 7

On obtient la solution en appliquant 1. a 'attribution k — K puis 2. avec a = K

Remarque. On pouvait aussi traiter directement la question 1 sans la condition « k(M) > 0 pour tout M € ¢ »
en choisissant fo(M) = K pour tout M € % et en démontrant que pour tout M, Ko < fr(M) < fn1(M) < K

Unicité de la solution

4. Soit My un point ou f atteint son maximum sur A.

f(Mo) = ( Z frp) = Z ((f(Mo) — f(P)) =0
PeV (Mo) PeV(Mo)
= (@)= M) = Y ((f(Mo) - f(P))
PeV(Mo)N 7 PeV (My)NB
Or > (f(Mo) - f(P)) =0 donc
PeV(Mo)N%#

o si V(My) N B # @, au moins un des f(P) — f(Mo) avec P € V(M) N _# est positif ou nul et f(My) < K
e si V(My) N B = &, tous les f(My) — f(P) avec P € V(My) N A sont nuls car tous supérieurs ou égaux a 0
et de somme nulle.

On peut alors suivre un chemin ot les f(M) sont tous égaux & f(Mpy) jusqu’a atteindre un point de & pour
lequel V(My) N B # &

5. (a) Pour toutMG%
1
f(M :(—M > f(P)et g(M) = a0 > 9(P)

PeV (M)

doncf(M)—g(M):@ > (f(P)—g(P

PEV(M)
(b) Pour tout M € ¢ , f(M)=k(M) et g(M) = k(M) donc f(M)—g(M)=0
(¢) f — g mais aussi g — f sont des attributions de 0 donc f —g < 0 et g — f <0 et finalement f =g

6. S’il y a un seul point jaune J,

e f(J)=K et pour tot M € ¥, f(M) < K,
e —f est lattribution de —k donc pour tout M € .¥ , —f(M) < —K

e f est donc constante.



